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Erklärung der Perihelbewegung des Merkur aus 
der allgemeinen Relativitätstheorie. 

V Oll A. EINSTEIN. 

In einer jüngst in diesen Berichten enchienenen Arbeit, habe ic~ Feld• 
gleiehungen der Gravitation aufgestellt, welche bezüglich beliebiger 
Transformationen von der Determinante t kovariant sind. In einem 
Nachtrage habe · ich gezeigt, daß jenen Feldgleichungen allgemein 
kovariante entsprechen, · wenn der Skalar des Energietensors der 
•Materie a verschwindet, und ich habe dargetan, daß der Einführung 
dieser Hypothese, durch welche Zeit und Raum der letz-ten Spur ob· 
jektiver Realität beraubt werden, keine prinzipiellen Bedenken eni.; 
gegenstehen1

• · 

·In . der vorliegenden Arbeit finde ich eine wichtige BestAtigung 
dieser radikalsten Rela.~vitAts~eorie; es zeigt sieh nämlich, daß sie 
die von LEVERRIER entdeckte säkulare · Drehung der Merkurbahn im 
Sinne der Bahnbewegung, welche etwa 45" im ·J&hrhundert beträgt 
qnalitativ und quantitativ . erkllrt, ohne daß irgendwelche besondere 
llypothese zugrunde gelegt werden miißte2

• 

Es ~rgibt sich femer, daß die Theorie eine stärkere (doppelt so 
Starke) Lichtstrahlenkrß.mmung durch Gravitationsfelder zur Konsequenz 
hat. als gemäß memeri früheren Untersuchungen. · 

· 
1 In ·einer bald folgenden Mitteilung wird gezeigt werden, daß jene Hypothese 

. ~tbehrlich ist. W es~tlich ist nur, daß eine· solche Wahl des Bezugssystems mag. 
ltc\l ist, daß die Determinante ·1g,,,„1 den Wert -1 annimmt. ·Die nachfolgende Unter­
suchung ist hiervon unabhlngig. 

1 'Uber die Unmöglichkeit, die Anomalien der Merkurbewegnng auf der Basis 
d.er 'NEwTo~schen Theorie · befriedigend zti erkllren, schrieb E. FREUN0L1cu jfingst 
~ln~ beachtenswerteµ 4u&ati (Astr. Nadir. 4803' Bd. 201. Juni .1915). 
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§ 1. Das Gravit.ationsfeld. 
Aus meinen letzten beiden Mitteilungen geht hervor, . daß daa 

Gravitationsfeld im Vakuum bei geeignet gewähltem Bezugssystem fol· · 
genden Gleichungen zu genügen hat · 

~ .ar:„ . ~r"' ra -
~ d . + ~ ,,.fj ""' - 0' „ :&"' o/3 . 

(I) 

wobei die r ;„ dnrch die Gleichung definiert sind 

r;. = ·_{,...'J} = _ ~u,.s·[IJ."] · = _ _:. ~rl'~,s( tlu„e + 'du„a 
f.t, . /!J ß 2 f?, () :r„ . d $~ 

Machen wir außerdem die in der letzten Mitteilung begründete HYJ)o-: 
these, daß · der ·Skalar des Energietensors der »Materie« stets . v~ 
schwinde, so tritt hierzu die Determinantengleiehung 

Jg,,.„, = - I. (~) . 

Es befinde sich im Anfangspunkt des Koordinatensystems ein 
Massenpunkt (die S9nne). Das Gravitationsfeld, welches dieser Massen~ 
punkt · e.:r;zeugt, kann aus diesen Gleichungen durch sukzessive .App~~ . . . . ~ 

mation berechnet werden. . . · . , ·. 

E~. ist indessen wohl zu bedenken, daß die g,,.„ bei.· gegebenfti\ . 
. . .• , , , „ 

Sonnenmasse durch die Gleichungen ( 1) und (3) mathematisch noch nic4t . 
vollständig .. bestimmt sind~ Es folgt dies daraus, daß diese Gleicli~gen· ~ 
bezüglich beliebiger Transformationen mit der Determinante . 1 koV1,l.rian~·„ 
sind. · Es dürfte illdessen be~echtigt sein, vorauszusetzen, daß alle (li„, ' 
Lösungen dureh solche Transformationen aufeinander reduziert we1'1:ei{ ~ 
können, daß sie sich also (bei gegebenen Grenzbedingungen) n~r form.~n.,„·· 
ni<;ht aber physikalisch voneinander unterscheiden. ·Dieser Überzeugung:. 
fo]gend begnüge ich mich vorerst damit·, hier eine Lösung. abzul~~,~· ·: 
ohne mich a~·die Frage einzulassen, ob es die einzig mögliChe .. ~~:„ 

· Wir gehen nun in solcher Weise vor. Die g„„ seien in •nµJlWi.'.. 
Näherung« durch folgendes, der ursprünglichen RelativitätstheQ#e e~t;;· . ·, . . . . . . . . ..• '· „.„,' " 
sprechende ·Schema. gegeben ". ;··'.„" '~~~{it' 

' . . : ·~ .„:I!-~ "; -;~ 

oder kürzere 

-I 

0 

0 

0 

0 

-I 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

~ 1·1 
+1 

Hierbei bedeuten p und rr- die lpdizes 1, 2~ 3; ~,, 
je nachdem p = <f' oder p ;:f:: <f ist. 

.. ~ . . - ~=. ~ „~~- :·;i:·: 

,, : „. ,4pt~f~~ 

-~- -·,::::,~~~I 
4 .· . . ,. 

· . · · ''~j~ ~ 
ist gl~ieh : i ". o4fit 

.. '„·· . :„, ~;. ~t:~t~ 

:./I~ 
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. .<'.'··Wir setzen nun im folgenden voraus, da~· sich ·die f/,,., von dert 
in'. (4 a) angege beuen Werten nur um Größen unterscheiden, ·die klein 
sind gegenüber der Einheit. Diese Abweichungen behandeln wir als 
kleine Gi:ößen .,, erster Ordnung«, Funktionen .nten Grades dieser .Ab„ 
weichungeri. alS »Größen nter-Ordnungc. Die Gleiclmngen (1)"und -(3) 
setzen uns in den Stand, von (4a) ausgehend, . durch sukzessive Ap-­
proximation . das Gravitationsfeld bis auf Größen n ter Ordnung genau~ 

. zu berechnen. Wir sprechen in diesem Sinne von der •nten .Appro::d·· 
mation•; die Gleichungen (4a) bilden die •nullte Approximation•. 

Die im folgenden gegebene Lösung hat folgende, das Koordina.ten­
system festlegende Eigens.chaften: 

... . , . 

1. Alle ·Komponenten . sind voµ z4 unabhängig.· 
.. ~· · :2. Die Lösung jst (räumlich) symmetrisch um den. Anfangs„ 

punkt des· Koordina.tensys~ms, in · dem. Sinne, daß. rn~ 
w.ieder auf dieselbe LÖsun.g stößt, wenn man sie-eine~ linearen 

· orthogonalen {räumlichen} Transformation unterw.i~. ·: ·.· . · · ···. 
3. Die Gleichungen ·g, 4 = g4 ~ = o gelte~ exakt (flir p = l b~s 3) .. 
4. Die g "·" besitzen im Unendlichen die in (4 a) gegebenen Werte. 

Erste App:roxima-tion. 

Es ist leicht zu verifizieren, daß in Größen erster Ordn.ung .·den_ 
Gleichungen ( 1) . und (3) sowie den ·· eben geno.nnten 4 Bediilgnngen 
geniigt wird durch den Ansatz. . . 

. ~ ( .. d1
r ~) · · ~ . .1:1:c„ 

De~= - e„+oc.. 'J d - -;--- - ~„-tt. ,.s 
. . v_:c, :c„ r . . . (4 b) 

t:t 
944 = I --.- . 

. r ----·- --· ·-·-
Die g4 , bzw. Ue4 sind dabei durch Bedingung 3 festgelegt. v bedeutet die 

Größe+ J1 .v~ + .v! + x;, « ·eine durch die Sonnenmasse bestimmte Kon..: 
stante. 

; ··Daß (3) in Gliedern eritefOrdnung. ertUllt ist, sieht man sogleich. 
Um in einfacher W e~e einzusehen, . d.a.ß auch die. Feldgleicliungen _( 1) 
.in e~ter Näherung erfllllt· sind, braucht mari. nur zu beachten, daß 
b~i V erna.chlissigung von Größen zweiter Und höhe~ Ordnung die' 
li!11ce . Seite der Gleichungen (1) sukzessiv~ durcll. · 

. . . ().r~· ' 
· ·~~ ~ .. . • a 3:. · .. 

.• l .. -~ · · . 

. · . ~~1~1 
ver.sE;tzt. werden . kann; ·.wobei " .n~·, ··von. t~ 3 :' lluft. :' · i. 

' • 7 

~~~:i.L°> . .. ~. 

: ,. 
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Wie man aus (4 b) ersieht, bringt es unsere Theorie Dlit '. :si~;l .· ~:~ 

daß im Falle einer ruhenden Masse· die Komponenten 911 bis g33 ·heziel„;.7i1 
in den Größen erster Ordnung von null verschieden sind. Wir wef4en. ~ 
später sehen, daß hierdurch kein Widersprucl1 gegenüber NEWTil1'1 

Gesetz (in erster Näherung) entsteht. \V ohl aber ergibt sich hieraus 
ein etwas anderer Einfluß des Gravitationsfeldes auf ·einen Lichtstrahl 
als nach meinen früheren Arbeiten; denn die Lichtgeschwindigkeifiat 
durch die Gleichung · · 

(5) 

bestimmt. Unter ·.Anwendung . von HuYGENs' Prinzip findet m~. &qt­

(5) und (4b) durch · eine einfache Rechnung, daß ein an der Sonne 
im Abstand .A vorbeigehender Lichtstrahl eine Winkelablenkung von 

der Größe 
2 

«-, erleidet, während die früheren Rechnungen, bei welch~ ~ 
. A : 

die Hypothese ~ T: = o nicht zugrunde gelegt war, den · wa.t~ ._,_ .'. 
ergeben hatten. Ein an der Oberfläche der Sonne vorbeigehender :·. 
Lichtstrahl soll eine Ablenkung von 1. 7" (statt o.8 s "') erleiden. . Hin•> -· 
gegen bleibt das Resultat betreffend die Verschiebung der Spektral• . 
linien durch das Gravitationspotential, welches durch Herrn FREmmucit 
an den Fixsternen der Größenordnung nach bestätigt wurde, ungel.n· · :·· . . 
dert bestehen, da dieses nur von g. 

4 
abhängt. · · , ~ ~/< • ·~ 

Nachdem wir die u •. in erster Näherung erlangt haben, k~nnen:. ;:··· 
wir auch die Komponenten T;. des Gravitationsfeldes in erster Nih~rung ··~ 

berechnen. Aus (2) und (4b) ergibt sich . , :: = 

' ... 

r" =-· (~ · :c„ _ l_ x,xr:c„) 
' er "' . f r r2 2 r5 . ' 

. „:„~. 

(6a) : ': . 
'~ ,: . 

wobei p , <1', -r irgendwelche der. In~izes 1 , 2 , 3 bedeut.en, 
.1:: 

(6 b(':. ·. '.:-~~ 
. . :-, .„. . . ~ 

wobei <r den Index 1, 2 oder 3 bedeutet. Diejenigen Kompon~#hi}?'.~)· 
in welchen der Index 4 einmal oder dreimal auftritt, versc~~l).~':tit .; 

·· · .' ·i.,r·' •l . ~·· 

. ~:;.,ifL~.f ;~ :~s 
. • ~ ·t_·-.~ ·~~ Jr~~~ ~:.~I 

Zweite Approximation. . . ;.~~T~~~:~~\;L 

Es wird sich nachher ergehen, daß wir nur die drei Kompo~f~.'L«) 
ten I';1'4 in Größen zweiter Ordnung genau zu ermitteln braucben.·; ( x: '··'\t~; 

. ' . „ i , , .,.. ' 

die Planetenbahnen mit dem entsprechenden Geilauiglcelt.siJ·~~.~ - , 
mitteln zu könn~n. Hierfiir genügt ·uns · die . letzte Feldgl~_ebm• · · ... ~ 

,.c\if ·~/~ 
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.munen mit den allgemeinen Bedingungen, welche wir unserer LJ)sung 
af'erlegt haben. Die letzte Feldgleichung 

arr 
~ 0;· + ~r4rrr4Tr = Q 

"' r rr 

:eht mit Rücksicht auf ( 6 b) bei Vernachllssigung von Größe-n dritter 
ind höherer Ordnung über in 

r „ 1 

l:-·-44--~ 
r az„ - 2r4 . 

Heraus folgern wir mit Rücksicht auf (6b) und die Symmetrieeigen· 
chaften unserer Lösung 

(6c) 

§ 2. Die Planetenbewegung. 
Die von der allgemeinen Relativitlt.stheorie gelieferten Bewegungs· 

rleichungen des materiellen Punktes im Schwerefelde lauten 

(7) 

~us .diesen Gleichungen folgern:_ wir zunichst, daß sie die NEWT01'­
ichen Bewegungsgleicl1ungen als erste Näherung enthalten. Wenn 
llmlich die Bewegung. des Punktes mit gegen ·die LichtgesChwindig­
ceit kleiner Geschwindigkeit stattfindet, so sind d:cs , dz,, tl:c1 klein 
fegen dz4 • Folglich bekommen wir eine erste Näherung, indem .wir 
mf der rechten Seite jeweilen nur da.s Glied rr = 'T ~ 4 berileksich„ 
igen. Man ·erhilt dann mit Rücksicht auf (6 b) 

d" XP et. 3:, ( . . ) --=r"· =--- ~= 1 2 3 ds2 ' 44 2 r3 , ' 

d'x 
___!. = 0 dr 

Diese Gleichungen zeigen, daß .man fi1r eine ent.e Nlherung a = ~. 
eeuen kann. Dann sind die ersten drei Gleichungen genau die N:aw­
TO:Rsehen„ Führt man in der Bahn:ebene .Pol&rglei~ungen r., '/' ein„ so 
liefern der Energie- · und der Flichensatz bekannilieh die Gleichungen 

• : ' 

Slmmpberlchte 1915. 
· .. . : .. 
: .. ~ . 
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wobei . .A· und B die Konstanten des Energie- bzw. ·Flächensatzes· be­
deuten, wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. 

"' <I> = - ·-
2r 

ds 2 

dr2 + r" dcp2 

u2 = 
(8a) 

Wir hahen nun 
genauer auszuwerten. 
zusammen mit ·(6 b)_ 

die . Gleiehungen ( 7) um eine Größenordnung 
Die letzte der Gleichungen ( 7) liefert dann 

d
2

x4 ·= 2""" r4 dx"'" dx~- = - dg„ da,~ 
ds 2 ~ ""

4 ds · ds ds d.~ 
II"' '. • • 

oder in Größen erster Ordnung genau 

dx4 = I +~· (9) 
ds r 

Wir wenden uns nun zu den ersten drei Gleichungen (7). Die 
rechte Seite liefert 

a) für die Indexkombination <r = -r = 4 

rv. __ · _4 . 

( 
dx ·)-~ 

44 ds 

oder mit Rücksicht auf (6c) und (9) in Größeri zweiter Ordnung .genau 

- - -• I+ - ' et. ' X ( tY.) 
2 r 3 

. r 

b) f'tir die Indexkombinationen <J =F 4 

Betracht kommen) mit Rücksicht darauf, 

r =f= 4 (welche allem noch" in 
d:r~ dx„ 

daß die Produkte - -· -
ds · ds 

mit · Rücksicht auf (8) als· Größen erster Ordnung anzusehen sind\ 
ebenfalls · auf Größen. zweite1· Ordnung genau 

~ atxv ""' (~ _ l_ x„x~) dx, dx„ . 
r3 -""' ,„ 2 r~ . ds ds 

FT · 

Die Summation ergibt 

~ ~:· (u•- ! (~:)} 
1 Diesem Umstand entsprechend können wir uns bei den Feldkomponenten 

r;~ mit der in Gleichung (6 a) gegebenen ersten Näherung begnügen. 
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llit ~ücks~cht. hie:r~w. erhält man für die Bewegungsgleichungen die 
in Größen zweiter· Ordnlin.g genaue Form 

a·xv = _!:__ :,r;v(1+~-+2ua~3(dr)') (7b) 
. ds2 2 r3 r ds ' 

welche zusammen mit (9) die Bewegung des Massenpunktes bestimmt. 
Nebenbei sei bemerkt, daß (7b) und (9} fiir den Fall der Kreisbe­
wegung keine Abweichungen vom dritten J{EPLERschen Gesetze ergeben. 

· Aus (7b) folgt . z~nächst clie exakte Gliltigkeit der Gleichung 

r2 ~; = B, (10) 

wobei B eine Konstante bedeutet. Der Flächensatz gilt also in Größen 
zweiter Ordnung genau, wenn man die ·»Eigenzeit« des Planeten zur 
Zeitmessung verwendet. Um nun die säkulare· Drehung der Bahn­
ellipse aus f7b)· zu ermitteln, ersetzt mari die Glieder erster Ordnung 
in der Klammer der sechsten Seite am vorteilhaftesten vermittels ( 1 o) 
und der ersten der Gleichungen (8), durch welches Vorgehen die Glieder 
Z\~eiter Ordnung auf· d.er reclit~n Seite nicht· geändert .werden. Die 
Klammer nimmt dadfil.ch die :Form an 

( 3B") I - 2A + --:;:;--' . 

Wählt man endlich · .s V l .:...... 2 A als Zeitvariable, und nennt man letztere 
wieder s, so hat man bei etwas geänderter Bedeutung der Konstanten B : 

d~x 
V 

ds2 =~ ax , 
"' [ B

2

] • 4.> =-- I+-
2 : r' . . 

(7c). 

Bei der Bestimmung der Bahnform geht man I)un genau vor wie im 
fü:wro~s~h~n .~~11~. · Aus (7c) erhält man zunächst 

dr+1~'dcp2 
. ------·-= 2A- 2ct>. 

ds2 

Eliminiert man au8 ·"dieser -Gleichung ds mit Hilfe von ( i o), so 

ergibt sich, indem man mit x die Größe L beteich-net: . r 

(:;)' ·. ~~ + ;.„~.t+<tz', (11) 

weIChe Gleichung sich von. der entsprechenden der N EWTONschen Theorie 
nur_ durch d.aS letzte Glied der reeht.en. Seite · Witerscheidet. 

82* 

. ! 
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Der vom Radiusvektor zwischen deni Perihel und clem Aphel 
beschriebene Winkel wird demnach ·durch das elliptische Integral 

dx 
c/> = 

wobei et, u11tl 0( 2 diejenigen Wurzeln der Gleichung 

2A (;/, 
··--+ --x-x2 +r:txl = o B, B' 

bedeuten, welchen. sehr b.enachbarte Wurzeln derjenigen Gleichung ent· · 
sprechen, . die aus dieser <l.urch Weglassen des. letzten Gliedes entsteht. 

Hierfür kann mit der von uns zu fördernden Genauigkeit gesetzt 
werden 

oder nach Entwicklung von. (1 -~x)_-t 

' 
'"• Die Integration liefert 

4> = ,,. [ 1+ ! „ ,„,+„.)]. 
oder, wenn man bedenkt, daß 1t, und· ii.„ die reziproken Werte der maxi· 
malen: bzw. minimalen Sonnendistanz bedeuten, 

cp = 7r ( 1 + ~ a, )· 
2 a( 1 -e„) 

(I 2) 

Bei einem ganzen Umlauf rückt also da.s Perihel um 

E = 3 '1T a(I -l1) 

i~ Sin~e del' Ba_h~1bewegung. vor, wenn mit a die ~oße Halbac~~ 
mit e die Exzentr1z1tät . bezeichnet wird. Führt man die Umlaufsieit 
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fm Sekunden) ein, so erhält man, wenn c die Lichtgeschwindigkeit in 
-isee. bedeutet: 
~, a2 

E = 24 7r3 • ( ) 
T'" c2 

( r - e3) 1 4 

Die Rechnung liefert tür den Planeten Merkur ein Vorschreiten des 
Perihels um 43" in hundert Jahren, während die .Astronomen 45" ± 5 '' 
als unerklirten Rest zwischen Beobachtungen und NEWTONscher Theorie 
angeben. Dies bedeutet volle Übereinstimmung. 

Für Erde und Mars geben die Astronomen eine Vorwärtsbewegung 
von 11" bzw. 9" ·in hundert Jahren an, während unsere Formel nu~· 

4# bzw. 1" liefert. Es ·scheint jedoch diesen Angaben wegen der zu 
geringen Exzentrizität der Bahnen jener Planeten ein geringer Wert. 
eigen zu sein. Maßgebeud ftlr die Sicherheit der Kom:;tatierung der 

Perihelbewegung ist ihr Produkt mit der Exzentrizität ( e ~:). Be· 

trachtet man · die fdr diese Größe von N EW.COMB angegebenen · W ertc 

Merkur . ... 

dn 
edt 

Venus ..... -0.05 ±0.25 
Erde.. .. . . 0.10 ±0.13 
Ma.rs . . . . . . o. 7 S ± 0~35, 

welche ich Hrn. Dr. FREUNDLICH verdanke, so gewinnt man den Eindruck, 
daß ein Vorrücken des Perihels überhaupt nur für Merkur wirklich 
nachgewj.esen ist. Ich will jedoch ein endgültiges Urteil hierüber 
gerne den Fachastronomen überlassen. 



• 


