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Erklirung der Perihelbewegung des Merkur aus
der allgemeinen Relativitiitstheorie.

Von A. EINSTEIN.

In einer jiingst in diesen Berichten erschienenen Arbeit, habe ich Feld-
gleichungen der Gravitation aufgestellt, welche bezfiglich beliebiger
Transformationen von der Determinante 1 kovariant sind. In einem
Nachtrage habe ich gezeigt, daB jenen Feldgleichungen allgemein
kovariante entsprechen, wenn der Skalar des Energietensors der
»Materie« verschwindet, und ich habe dargetan, dsB der Einfithrung
dieser Hypothese, durch welche Zeit und Raum der letzten Spur ob-
jektiver Realitit beraubt werden, keme prinzipiellen Bedenken ent-
gegenstehen

‘In der vorliegenden Arbeit finde ich eine wichtige Bestitigung
dieser radikalsten Relativitdtstheorie; es zeigt sich nimlich, da sie
die von Leveemier entdeckte sikulare Drehung der Merkurbahn im
Sinne der Bahnbewegung, welche etwa 45” im Jahrhundert betrigt
Qualitativ und quantitativ erklirt, ohne daB irgendwelche besondere
Hypothese zugrunde gelegt werden miiSite’.

Es ergibt sich ferner, da@ die Theorie eine stirkere (doppelt so
Starke) Lichtstrahlenkrimmung durch Gravitationsfelder zur Konsequenz
hat als gemii.B meinen fritheren Untersuchungen.

S

! In einer bald folgenden Mitteilung wird gezeigt werden, daB jene Hypothese
‘entbehrlich ist. Wesentlich ist nur, daB eine solche Wahl des Bezugssystems mdg.
lich ist, daB die Determinante | gur| den Wert — 1 annimmt. 'Die nachfolgende Unter-
Suchung ist hiervon unabhingig.

% Uber die Unmdglichkeit, die Anomalien der Merkurbewegung aof der Basis
der ‘Newronschen Theorie befriedigend zu erkliren, schrieb E. Freuxoricr jiingst
Sinen beachtenswertep Aufiaiz (Asir. Nachr, 4803, Bd. zo1. Juni 1g15).
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§ 1. Das Gravitationsfeld.

Aus meinen letzten beiden Mitteilungen geht hervor, da daa
Gravitationsfeld im Vakuum bei geeignet gewihltern Bezugssystem fol-

genden Gleichungen zu gem‘igen hat
I‘ﬁ, == (1)

afB
wobei die I';, durch die Gleichung definiert sind

o o| BV __ a3 gnﬁ agvﬁ B agnw
e zw{ |- (e ).
Machen wir auﬁerdem die in der letzten Mlttexlung begrﬁndete Hypo-
these, daB der Skalar des Energietensors der »Materies stets ver-

schwinde, so tritt hierzu die Determinantengleichung
gu] =—1. (3) ~

Es befinde sich im Anfangspunkt des Koordinatensystems ein
Massenpunkt (die Sonne). Das Gravitationsfeld, welches dieser Massen-
punkt erzeugt, kann aus diesen Gleichungen durch sukzessive Approxi’-
mation berechnet werden. |

Es ist indessen wohl zu bedenken, daB die g,, bei - gegeben&n-
Sonnenmasse durch die Gleichungen (1) und (3) mathematisch noch nicht
vollstindig bestimmt sind. Es folgt dies daraus, daB diese Gleichungen
beziiglich beliebiger Transformationen mit der Determinante 1 kovariant.
sind. - Es diirfte indessen berechtlgt sein, vorauszusetzen, daB alle d1e8e=
Losungen durch solche Transformationen aufeinander reduziért werden
kounen, daB sie sich also (bei gegebenen Grenzbedingungen) nur formell,f"
nicht aber physikalisch voneinander unterscheiden. Dieser Uberzeugung?'.
folgend begniige ich mich vorerst damit, hier eine Lsung abzuleiten,
ohne mich auf die Frage einzulassen, ob es die einzig mogliche sei,fi:.

Wir geben nun in solcher Weise vor. Die g,, seien in -nulltent,
Niherung« durch folgendes, der urspriinglichen Rela.nvxtatstheone ents -

sprechende Schema gegeben

_1 o 0 o)
0O —I o) o
o, @ =1 of’
0 o 0o =41
oder kiirzere '
G = 0,
gﬂ- = 949 = o_ .
=1

Hierbei bedeuten p und ¢ die Indizes 1, 2, 3; 8‘,', ist gleich"ihzul
je nachdem p = ¢ oder p¥ ¢ ist. B
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“Wir setzen nun im folgenden voraus, daB sich - die y,, von den
in’ (4 a) angegebenen Werten nur um GrdBen unterscheiden, die klein
sind gegentiber der Einheit. Diese Abweichungen behandeln wir als
kleine Gr6Ben »erster Ordnunge«, Funktionen nten Grades dieser Ab-
weichungen als »Grofen nter. Ordnunge«. Die Gleichungen (1) und- 3)
setzen uns in den Stand, von (4a) ausgehend, durch sukzessive Ap-
proximation .das Gravitationsfeld bis auf Grd8en nter Ordnung genau
2u berechnen. Wir sprechen in diesem Sinne von der »nten Approxl'
mation«; die Gleichungen (4a) bilden die »nullte Approximations.

Die im folgenden gegebene Losung hat folgende, das Koordinaten-
system festlegende Eigenschaften:

1. Alle Komponenten sind von &, unabhingig.

., 2. Die Losung ‘ist (rdumlich) symmetrlsch um den. Anfangs-
punkt des’ Koordinatensystems, in dem Sinne, dafl man
wieder auf dieselbe Losung st&Bt, wenn man sie einer hnea.ren
orthogonalen (riumlichen) Transformation unterwirft.

3. Die Gleichungen Gy =9, =0 gelten exakt (fir p = 1 bls 3)
4. Die g,, besitzen im Unendlichen die in (4 a) gegebenen Werte.

Erste Approximation.

Es ist leicht zu verifizieren, daB in Grofien erster Ordnung  den

Gleichungen (1) und ( 3) sowie deneben genannten 4 Bedingungen
genigt wird durch den Ansatz

a' 8 E .1?-'»". |
. : = -ﬂj_:
o= =t e (g = 2 =i |
L . (4b)
ol
Gog = 1— _7_-___,“ S —

Die g, bzw. g , sind dabei durch Bedmgung 3 festgelegt. v bedeutet die

GroBe + V2 4 22 -+-a:3, 2 eine durch die Sonnenmasse bestimmte Kon-
stante.

~DaB ( 3) in Gliedern erstér Ordnung erfiillt ist, sieht man sogleich.
Um in einfacher Weise einzusehen, daB auch die Feldgleichungen (1)
in erster N#herung erfillt sind, braucht man nur zo beachten, da8
bei Vernachldssigung von GroBSen zweiter und hoherer Ordnung dic’
linke Seite der Gleichungen (1) sukzessive durch
‘ors,

“~ dzx, -

Er[ ]

versetzt. werden kann, -wqbel «. nur: won. 1 ___._3;':1%&__,,5_




834 Gesamtsitzung vom 18. November 1915

Wie man aus (4b) ersieht, bringt es unsere Theorie mit’ si_
daB im Falle einer ruhenden Masse die Komponenten g,, bis g,, bereits “:
in den GroBen erster Ordnung von null verschieden sind: Wir werden
spiter sehen, daB hierdurch kein Widerspruch gegeniiber NEWTONS
Gesetz (in erster Niherung) entsteht. Wohl aber. ergibt sich hieraus
‘ein etwas anderer EinfluB des Gravitationsfeldes auf einen Lichtstrah}
als nach meinen fritheren Arbeiten; denn die Llchtgeschwmdlgkelt ist

durch die Gleichung
3 9. da,dg, =0 (s)

bestimmt. Unter - Anwendung von Huveens’ Prinzip findet man sus
(5) und (4b) durch eine einfache Rechnung, daB ein an der Sonm
im Abstand A vorbeigehender Lichtstrahl eine Winkelablenkung von

der GroBe —Z—— erleidet, wiihrend die fritheren Rechnungen, bei welchen -
d.lB Hypothese 2 T» = o nicht zugrunde gelegt war, den Wert-z

ergeben hatten. Ein an der Oberﬂache der Sonne vorbelgehender
Lichtstrahl soll ein¢ Ablenkung von 1.7” (statt 0.85") erleiden. Hin.- -
gegen bleibt das Resultat betreffend die Verschiebung der Spekitral:
linien durch das Gravitationspotential, welches durch Herrn Fraeosouce =
an den Fixsternen der GroBenordnung nach bestitigt wurde, ungean

dert bestehen, da dieses nur von g,, sbhingt. =
Nachdem wir die g,, in erster Niherung erlangt haben, kﬁnnen"‘ﬁf'
wir auch die Komponenten T, des Gravitationsfeldes in erster Naherung -

berechnen. Aus (2) und (4b) ergibt sich

ey m 3 =TT,
'I‘gr —=—d (SE'F‘_;"‘LF_—) L] (63') h :

wobei p, ¢, 7 irgendwelche der Indizes 1,2, 3 bedeuten,

. rzr = ""'? 7;“,: (Gb) g

wobei ¢ den Index 1,2 oder 3 bedeutet. Diejenigen Ko:ﬂpdnénﬁiﬁ,;
in welchen der Index 4 einmal oder dreimal auftritt, verschwind

Zweite Approximation.

Es wird sich nachher ergeben, daB wir nur die drei Kom
ten I'7, in GréBen zweiter Ordnung genau zu ermitteln brauchen,
die Planetenbahnen mit dem entsprechenden Genamgkeltsgmdﬁ
mitteln zu kénnen. Hierfir geniigt uns die letzte Feldgleich
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wmmen mit den allgemeinen Bedingungen, welche wir unserer LOsung
oferlegt haben. Die letzte Feldgleichung

zg—ri‘-+2r:,r:,= o

eht mit Riicksicht auf (6b) bei Vernachlissigung von Grofen dritter
nd héherer Ordnung iber in

lieraus folgern wir mit Riicksicht auf (6b) und die Symmetrieeigen-
chaften unserer Losung

i a. o
1‘:4' =—"'2-—’3'(I—?) (60)

§ 2. Die Planetenbewegung.

Die von der allgemeéinen Relativititstheorie gelieferten Bewegungs-
fleichungen des materiellen Punktes im Schwerefelde lsuten

dz, dx, _
ds* 2 " ds ds @)
Aus diesen Gleichungen fo]gern_ wir zunfichst, daB sie die Newrox-
chen Bewegungsgleichungen als erste Niherung enthalten, Wenn
imlich die Bewegung des Punktes mit gegen die Lichtgeschwindig-
teit kleiner Geschwindigkeit stattfindet, so sind d«,, ds,, dz, klein
yegen dx,. Folglich bekommen wir eine erste Niherung, indem wir

wf der rechten Seite jeweilen nur das Glied ¢ =1r = 4 berticksich-
igen. Man erhiilt dann mit Ricksicht auf (6b)

d'z, a X

a5 =I‘:4 =—?F(P =1I,2, 3) . ( a)
d'x, o ] 7
ds '

Diese Gleichungen zeigen, da man fir eine erste Niherung 8 =z,
setzen kann. Dann sind die ersten drei Gleichungen genau die Nzw-
rosschen. Fithrt man in der Bahnebene Polargleichungen r,¢ ein, so

liefern der Energie- und der Flichensatz beka.nnthch die Gleichungen

-(8)

Sitznngsberichte 1915.
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836
wobei. A und B die Konstanten des Energie- bzw. Flichensatzes be-

deuten, wobei zur Abkiirzung
_ o
Y
. 8
) dr* +r*d¢° (8a)
U == —_
ds® .

gesetzt ist.
Wir hahen nun die Gleichungen (7) um eine GroBenordnung
genauer auszuwerten. Die letzte der Gleichungen (7) liefert dann

zusammen it (6b)
d*z, , dw. dz, dg., dx,
5 _zg_r”ﬂ-ds — 7 ds ds

d 2
oder in GréBen erster Ordnung genau
dr, o
d = 14— (9)
& r
Die

Wir wenden uns nun zu den ersten drei Gleichungen (7).

rechte Seite liefert
a) fir die Indexkombination ¢ =7 = 4

oder mit Riicksicht auf (6¢) und (9) in GroBen zweiter Ordnung genau

@, o
R e 14+ —1:
27 o

b) fir die Indexkombinationen o= 4 7= 4 (welche allein noch in
dr, dx,

Betracht kommen) mit Ricksicht darauf, daB die Produkte e 4
| s ds

mit Riicksicht auf (8) als GroBen erster Ordnung anzusehen sind'
ebenfalls auf GroBen zweiter Ordnung genau

e, 3 _ 3z dz, dw,
3 A\ 2 ) ds ds

Die Summation ergibt
e, dwﬂ u’.——.3.._ ._.d..f. ’ .
r? 2 \ ds
1" Diesem Umstand entsprechend kénnen wir uns bei den Feldkomponenten
I’ mit der in Gleichung (6a) gegebencn ersten Niberang begniigen.
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it gﬁgksicht. hierauf erhilt man fir die Bewegungsglei-chﬁngen die
i GroBen zweiter Ordnung genaue Form

aw, A dr\’

ds ~ 2 1 r Nz b (7))
welche zusammen mit (9) die Bewegung des Massenpunktes bestimmt.
Nebenbei sei bemerkt, daB (7b) und (9) fiir den Fall der Kreisbe-

wegung keine Abweichungen vom dritten KepLerschen Gesetze ergeben.
" Aus (7b) folgt zuniichst die exakte Gultigkeit der Gleichung

d
T’_--d—:i- = B, (10)

wobei B eine Konstante bedeutet. Der Flichensatz gilt also in GroBen
weiter Ordnung genau, wenn man die -» Higenzeite des Planeten zur
Zeitmessung verwendet. Um nun die sikulare Drehung der Bahn-
ellipse aus ( 7b) zu ermitteln, ersetzt man die Glieder erster Ordnung
i1 der Klammer der sechsten Seite am vorteilhaftesten vermittels (10)
und der ersten der Gleichungen (8), durch welches Vorgehen die Glieder
sweiter Ordnung auf - der rechten Seite nicht geindert werden. Die
Klammer nimmt dadurch die Form an

(1—-—-2A+ 31_:“).
r N

Wihlt man endlich sV'1— 24 als Zeitvariable, und nennt man letztere
wieder s, so hat man bei etwas geiinderter Bedeutung der Konstanten B

a&[ B’] ] (7).
P = =14+ — B
2 . N

Bei der Bestimmung der Bahnforncht-'“g.;éht man nun genau vor wie im
Newrowschen Falle, - Aus (7¢) erhilt man zunichst
ar -+ r’dcp’
ds*

Eliminiert man aus dieser Gleichung ds mit Hilfe von (10), so

— 2A—-2‘I’.

o ) o 1 .
ergibt sich, indem man mit x die GroBe = bezeichnet:

dx\*> 24 o
e § = —rast, (I 1)
(d:p) = tE T
Velche Gleichung sich von der entsprechenden der Newronschen Theorie
mr durch das letzte Glied der rechten. Seite unterscheidet.

82*

oy

iy e e
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Der vom Radiusvektor zwischen dem Perihel und dem Aphel
beschriebene Winkel wird demnach durch das elliptische Integral

w2
.

da

¢ = ’
1/24 e B 2 a
B B

b

wobei «, und «, diegjenigen Wurzeln der Gleibhung

bedeuten, welchen sehr benachbarte Wurzeln derjenigen Gleichung ent-
sprechen, die aus dieser durch Weglassen des letzten Gliedes entsteht,
 Hierfiir kann mit der von uns zu fordernden Genauigkeit gesetzt
werden
; do
(P =S [I -+ d’(“’r""’ as)] .IV—-—-'(.Z——O(«,) (m'__a’)(l -_,_“x)i

oder nach Entwicklung von (1—az)—%

(1+ix)d:c
2

: V-" (& —a,) (33'—"%) '

¢ = [1+a(e+a,)]

oy

Die Integration liefert

o= #l[.+_fr_u(u,+a,)] ]

oder, wenn man bedenkt, daB «, und «, die reziproken Werte der maxi
malen bzw. minimalen Sonnendistanz bedeuten,

- i_____‘f‘__ ) (12)
$= W(I + a(x-—e’))
Bei einem ganzen Umlauf riickt also das Perihel um
= P (13)
£ 3T a(1—¢*)

im Sinne der Bahnbewegung vor, wenn mit a di€ grofe Hﬂb“’!‘:‘;’,
mit ¢ die Exzentrizitit bezeichnet wird. Fithrt man die Umlaufszer
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(insekunden) ein, so erhilt man, wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit in

em)sec. bedeutet:

a2

— 3
=M T e—e) (14)
Die Rechnung liefert fiir den Planeten Merkur ein Vorschreiten des
Peribels um 4 3" in hundert Jahren, wihrend die Astronomen 45" &= §”
sls unerklirten Rest zwischen Beobachtungen und Newrorscher Theorie
wgeben. Dies bedeutet volle Ubereinstimmung.

Fir Erde und Mars geben die Astronomen eine Vorwirtsbewegung
won 11" bzw. 9” -in hundert Jahren an, wihrend unsere Formel nur
'4" bew. 17 liefert. Es scheint jedoch diesen Angaben wegen der zu
geringen Exzentrizitht der Bahnen jener Planeten ein geringer Wert

dgen zu sein. MaBgebend fiir die Sicherheit der Konstatierung der
Perihelbewegung ist ihr Produkt mit der Exzentrizitit (e iid—:-) Be-
trachtet man die fir diese GréBe von NewcoMs angegebenen Werte

L

di
Merkur . . . . 8.48* X 0.43
Venus. . ... —0.05 £o0.25
Erde...... 0.10 3 0.13
Mars. ... .. 0.75 £ 0.35,

welche ich Hrn. Dr. Freonpuicr verdanke, so gewinnt man den Eindruek,
4B ein Vorriicken des Perihels fiberhaupt nur fir Merkur wirklich
nachgewiesen ist. Ich will jedoch ein endgiiltiges Urteil hieriiher
gemme den Fachastronomen iiberlassen.







